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Sur les Repr6sentations des Permutations lmpaires 
ANTONIO MACH[ 
On donne une preuve combinatoire 616mentaire du fait que toute permutation impaire surn 
chiffres s'6crit de 2 (n -  2)! faqons comme un produit d'un cycle de Iongueur net  un cycle de 
longueur n -  1_ La preuve contient aussi un algorithme qui permet de trouver toutes les 
repr6sentations de ladite forme. 
Si C et C'  sont deux classes de conjugaison d'un groupe fini le nombre  d'6critures 
d'un 616ment cr du groupe comme un produit  d 'un 616ment de C et un de C' ne 
d6pend pas de ~r mais seulement de sa classe de conjugaison. En effet, si aibi, 
aiEC , biE C', i----1, 2 , . . . ,  t sont les 6critures de o, a~b'[ sont les 6critures du 
conjugu6 o-* de o. Si, en particulier, C et C'  sont les classes des cycles de longuer net  
n -  1, resp6ctivement,  du groupe sym6trique S n, alors ce nombre  de d6pend pas non 
plus de la classe de o: il ne depend que de n, et on sait que sa valeur est 2(n - 2)!. Ce 
dernier r6sultat peut se d6montrer  en faisant appel ~ la th6orie des caractbres du 
groupe sym6trique, ou par d'autres moyens [1]. Dans cet article nous proposons une 
d6monstrat ion 616mentaire de ce r6sultat qui fournit en m~me temps un algorithme 
permettant  de trouver routes les 6criture de ladite forme. Elle consiste a r6duire une 
permutat ion donn6e a ensemble de (n -2 ) !  transposit ions ur trois chiffres, en la 
multipliant par des 3-cycles convenables. Chacune de ces transposit ions admet deux 
6critures; on aura donc en tout 2 (n -2) !  6critures. Une technique de remont6e 
(attribu6e ~ Gleason dans [2, Prop. 4, p. 172]) nous permettra  d'6tablir une bijection 
entre routes ces 6critures et celles de la permutat ion donn6e. 
S in  = 1 il n 'y a pas de permutat ions impaires, et si n = 2 le r6sultat est immediat  car 
(1, 2) = (1, 2)(1) = (1, 2)(2), et donc 2 = 2 .0!  = 2(2 - 2)! 6critures. Soit o ~ S ", n/> 3. 
Comme 0 est impaire,  elle n'est pas l ' identit& I1 existe alors un chiffre, et soit 1, tel 
que o(1) :/= 1. Soit or(l) = 2, et considerons un 3-cycle (1, k, 2), k =~ 1, 2. La permuta-  
tion tr' = o(1, k, 2) est encore impaire et fixe le chiffre 1; elle peut  donc ~tre pens6e 
comme appartenant  ~a S n-1. 
LEMME. Le nombre d'gcritures d'une permutation impaire o • S ~ est ~gal au 
nombre total des £critures des n -2  permutations or' • S ~-l obtenues comme ci-dessus 
pour  k = 3, 4 , . . .  , n. 
PREUVE. Soit, pour un k donn6, or' = a(1, k, 2) • S n - ' ,  et soit or' = c'd' ,  oCa c' est 
un (n - 1)-cycle et d '  un (n - 2)-cycle. Voyons comment  d6terminer une 6criture de a 
partir de cette 6criture de a ' .  On a a = cd(1, 2, k) = a(1, 2)(1, k), o~ c = (1)c'  et 
d=(1)d ' .  S id  ne fixe pas le chiffre 2, en utilisant le fait que [d(1, 2)](1, k)] = 
(1, k)[d(1, 2)] (l'k), 6c r ivons  a comme 
o = c[d(1, 2)1(1 , k) = [c(1, k) l Id(1,  2)1 °'k), (1) 
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(l 'exposant indique la conjugaison). Comme 1 est fix6 par c, le produit c(1, k) est un 
n-cycle. Pour la m~me raison, d(1, 2) est un (n -1 ) -cyc le ,  est son conjugu6 
[d(1, 2)] (l'k) l'est aussi. S id  fixe le chiffre 2, d et (1, 2) commutent; on peut donc 6crire 
t7 = c(1, 2)- d(1, k), (2) 
et comme avant le premier facteur est un n-cycle et le deuxieme un (n - 1)-cycle. 
Pour k=3,  4 , . . . ,  n, les 6critures de o obtenues de cette faqon sont toutes 
distinctes. En effet, pour une m~me valeur de k, deux (n -  1)-cycles c diff6rents 
donnent, dans les deux cas consid6r6s, deux premiers facteurs diff6rents. Soit k 1 =f:: k 2. 
Si 0 est de la forme (1), et si q(1, k,) = c2(1 , k2) , l ' image de 1 est kl par la permutation 
de gauche et k2 par celle de droite. Si o est de la forme (2), et si d1(1, kl) = d2(1, k2), 
l ' image de 1 est kl h gauche et k2 ~ droite. Finalement, on ne peut pas avoir une 
6criture de type (1) 6gale h une de type (2), car l ' image de 1 par un cycle C1(1 , k) est 
k, et par un cycle C2(1 , 2) est 2. Cela montre que,le nombre d'6critures de o de la 
forme requise est au moins 6gal au nombre total d'6critures des n - 2 permutations o ' .  
Mais toute 6criture de o = y6 s'obtient, par le proced6 d6crit, ~ partir d'une 6criture 
d'une des o' .  En effet, soit a(1) = 2. I1 y a deux cas a consid6rer. 
(i) y (1 )= 2; alors 6 (2)= 2. Soit 6 (1 )= k. On a: 
a '=  o(1, k, 2) = r6(1, 2)(1, k) = r(1, 2).  6(1,2)(2, k). 
et donc a provient de a '  = cd, of a 
et 
c = y(1, 2) = (1 ) (2 , . . . )  = (1)c', 
d = 6(1"2)(2, k )= [(2)(1, k,...)](1.2) 
= (1)(2, k . . . .  )(2, k) = (1)(2)(k . . . .  ) = (1)d'. 
(ii) ~,(1) = k 4= 2; alors 6(k) = 2. On a 
o' = y6(1, k, 2) = r6(1, k)(1, 2) = r(1, k) -  6 (1' k)(1, 2). 
Les c et d cherch6s ont ici 
c = r(1, k) = (1 ) (k , . . . )  = (1)c', 
et 
d = 6 (1'2) = [(k, 2,. . . )( l )]( l 'k)(1,  2) 
= (1, 2 . . . .  , l)(1, 2) = (1 ) ( I ) (2 , . . . )  = (1)d', 
d'ol) le r6sultat. [] 
THt~ORI~ME. Soit o ~ S n une permutation impaire. Alors il y a exactement 2(n -2 ) !  
fafons d'dcrire o comme un produit d'un cycle de longueur net  un cycle de longueur 
n -1 .  
PREUVE. Par le lemme, il y a autant d'6critures de o qu'il y a d'6critures des 
n - 2 permutations ~' e S n-1. Pour chacune de celles-ci on obtient, en op6rant de le 
m6me fagon, n - 3 permutations o" ~ S n-2 (eventuellement avec des repetitions et sur 
des chiffres differents). Toujours par le lemme, le nombre d'6critures de ty' est 6gal au 
nombre total d'6critures des n - 3 permutations ty". Comme les ty' sont en nombre de 
n -2 ,  le nombre d'6critures de ty est 6gal au nombre total d'6critures des 
(n -  2 ) (n -  3) permutations de S n-2 ainsi obtenues. En proc6dante de cette fagon on 
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arrive apr~s n -  3 pas h (n -2 ) !  permutations de S 3, dont le nombre total d'6critures 
est le nombre d'6critures de o. Comme il s'agit de permutations impaires, ces derni~res 
sont des transpositions, et chacune d'entre elles s'6crit de deux fa~ons: (1, 2)(3)= 
(1, 2, 3)(1, 3) = (1, 3, 2)(2, 3). Le nombre total d'6critures de ces transpositions est 
donc 2(n - 2)!, ce qui d6montre le r6sultat. [] 
REMARQUE 1. Pour d6montrer le th6or~me on n'a pas besoin de la bijection 6tablie 
dans le lemme. Le premier 6sultat de ce lemme, ~ savoir que le nombre d'6critures de 
o est au moins 6gal au nombre total d'6critures des n - 2 permutations ~r', suffit. En 
effet, a partir de ce r6sultat, le m~me argument du th6or~me montre que le nombre 
d'6critures de o est a moins 6gal h 2(n - 2)!. Si go N(a)  est le nombre total d'6critures 
de toutes les permutations impaires, on a alors 
n! 
N(a)>~.  2(n-2) l  = (n -  1 ) ! -n (n -2) ! .  
0 
Mais ce dernier est le nombre total des produits d'un n-cycle et un (n - 1)-cycle. On a 
donc 6galit6. Pour aucune permutation a on ne peut donc avoir un nombre d'Ecritures 
superieur ~ 2(n - 2)!, ce qui demontre le r6sultat. 
L'ordre du centralisateur d'une transposition est 6gal a 2(n -2 ) ! ,  qui est le nombre 
d'6critures de cette transposition. Dans le cas d'une permutation impaire quelconque 
on a le  r6sultat suivant. 
COROLLAIRE. Soit 0 une permutation impaire de S n. Alors l'ordre du centralisateur 
de ty divise 2(n -2 ) ! ,  et l'ordre de sa classe de conjugaison est divisible par ('~). 
PREUVE. Soit tr = cd, ou c est un n-cycle et dun  (n - 1)-cycle et soit ), un 616ment 
de C(o), le centralisateur de o. Alors t7 = o e = crd 7, et cette 6criture est diff6rente de 
la pr6c6dente. En effet, s ic  Y = c alors 7 est une puissance de c et en tant que telle est 
une permutation r6guli~re. Mais alors ], ne saurait fixer d, qui a un point fixe. Quand y 
parcourt C(o) on obtient ainsi IC(o)l 6critures distinctes de cr. S'il reste des 6critures, 
on r6p~te l'op6ration et l'on obtient une partition de l'ensemble des 6critures de ~ en 
sous-ensembles dont chacun a IC(o)I 616ments. D'ofl le premier 6sultat. Le deuxi~me 
suit des 6galit6s 
n(n - 1) 
IC (o ) l .  Icl(o)l = n!  = - - -  2(n - 2 ) ! .  [ ]  
2 
La preuve du th6or~me contient un algorithme qui permet de trouver toutes les 
6critures de o de la forme requise. Voici un exemple qui montre le fonctionnement de 
cet algorithme. 
EXEMPLE. Soit cr = (1, 2, 3)(4, 5) e S 5. On a a(1) = 2; en multipliant par les 3-cycles 
(1, 3, 2), (1, 4, 2) et (1, 5, 2) on obtient les permutations suivantes (sur {2, 3, 4, 5}): 
(4, 5)(2)(3), (2, 3, 4, 5), (2, 3, 5, 4). 
Pour la premiere, le nouveau chiffre fix6 ne peut ~tre que 4 ou 5; les 3-cycles ont alors 
dans ce cas (4, 2, 5) et (4, 3, 5), et l'on obtient: 
(2,5)(3), (3,5)(2). 
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Pour la deuxi~me, choisissons de fixer le chiffre 2. Avec les 3-cycles (2, 4, 3) et (2, 5, 3) 
on a 
(4, 5)(3), (3, 5)(4), 
sur {3, 4, 5}. Pour la derni~re, en fixant encore 2, on a, avec (2, 5, 3) et (2, 4, 3), 
(4, 5)(3), (3, 5)(4). 
On trouve ainsi 6= (5 -  2)! transpositions ur trois chiffres (on remarquera que 
(4, 5)(3) est compt6e deux lois). Pour trouver une 6criture de a on proc6de comme 
suit. Choisissons une des transpositions trouv6es, par example (4, 5)(3), celle des deux 
qui est obtenue n multipliant (2, 3, 5, 4) par (2, 5, 3), et 6crivons-la comme un produit 
d'un 3-cycle et un 2-cycle: 
(4, 5)(3) = (4, 5, 3). (3, 4)(5). 
Ici, c = (2)(4, 5, 3) et d = (2)(3, 4)(5). Commed ne fixe pas la chiffre 3 (l'image de 2 
par (2, 3, 5, 4)), la (1) du lemme s'applique, et l'on a 
cd(2, 3, 5)= [(2)(4, 5, 3)(2, 5)1[(2)(3 , 4)(5)(2, 3)] (2.5) 
= (2, 5, 3, 4)[(2, 3, 4)(5)] (2,5) 
= (2, 5, 3, 4). (3, 4, 5)(2), 
qui est une 6criture de (2, 3, 5, 4) c S 4. Cette permutation est obtenue n multipliant a
par (1, 5, 2). Ici, c = (1)(2, 5, 3, 4), d = (1)(5, 3, 4)(2), et comme 2 est fix6 par d on 
applique la (2) du lemme et l'on obtient l'6criture de a suivante: 
a = (1, 2, 3)(4, 5) = cd(1, 2, 5) = c(1, 2)- d(1, 5) = (1, 2, 5, 3, 4). (1, 5, 3, 4)(2). 
REMARQUE 2. Comme le montre l'exemple ci-dessus, il est possible qu'on trouve 
une transposition avant d'arriver h celles sur trois chiffres. Si on ne eherehe pas toutes 
le 6eritures, mais qu'on en veuille simplement une, on peut s'arr~ter h la transposition 
trouv6e, choisir une 6criture pour celle-ei et remonter h une 6eriture de a eomme vu 
dans le lemme. En effet, les 6critures d'une transposition sur un nombre quelconque m 
de chiffres se trouvent facilement. Si ~: = (1, 2) e S met  que cd est une 6criture de T, 
comme c -1 = dz- est un m-cycle, ~: dolt unir les deux cycles de den  un seul; le point 
fixe de d est done 1 ou 2. Avec le point fixe 1 on a: 
r = (2, 1, k3 , . . . ,  kin)" (2, kin, km 1 . . . .  , k3)(1), 
et avec 2: 
~: = (1, 2, k3 . . . .  , kin)" (1, k,n, k ,n_ , , . . . ,  k3)(2), 
oh k3, • • •, km est une permutation quelconque des chiffres 3 , . . .  , m (on trouve bien 
que le nombre d'6critures de ~est 2(m - 2)[). Comme en multipliant par des 3-cycles 
un moment donn6 on trouve forc6ment une transposition, cela montre, en partieulier, 
et sans faire appel au th6orSme, qu'une 6criture de la forme requise pour une 
permutation impaire est toujours possible. Ce fait nous permet de d6montrer, non pas 
la th6or~me, mais une forme faible de celui-ci. En effet, comme le nombre total des 
produits d'un n-cycle et d'un (n - 1)-cycle est (n - 1)[ - n(n - 2)! et que le nombre de 
permutations impaires est n!/2, on en deduit qu'une permutations impaire admet, en 
moyenne, 
(n -  1)!. n(n -  2)! 
= 2(n - 2)! 
n!/2 
6critures. 
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La technique du lemme a 6t6 utilis6e dans [2] pour d6montrer qu'une permutation 
paire o peut s'6crire comme un produit de deux cycles de longueur n; la preuve 
donn6e dans [2] est par r6currence surn.  (Bien stir, le nombre d'6critures n'est plus 
constant.) Tout comme dans le th6or~me ci-dessus, cette technique peut aussi ~tre 
employ6e pour donner une preuve constructive de ce r6sultat et pour trouver toutes les 
6critures. En effet, s io  est l'identit6, on l'6crit comme un produit d'un n-cycle et son 
inverse (donc de (n - 1)! fa~ons). S io  n'est pas l'identit6, on verifie facilement que le 
lemme est vrai aussi dans le cas de a paire: pour d6montrer que l'application o'--* a 
est injective on ne doit considerer que le cas de la formule (1) du lemme (le cas (2) ne 
se produisant pas) et, pour d6montrer qu'elle est surjective, la (ii) de la deuxi6me 
partie du m~me lemme. La variante suivante de l'algorithme permet d6terminer toutes 
le 6critures de o. Si, en multipliant o par des 3-cycles on trouve au pas i des 
permutations 6gales ~ l'identit6, on les 6crit des (n -  i -  1)! fa~ons possibles et on 
continue les multiplications par des 3-cycles avec les autres permutations. On s'arr6te 
quand on arrive fi des permutations sur trois chiffres. Celles-ci 6tant paires, ce sont ou 
bien l'identit6 ou des 3-cycles, qui s'dcrivent de deux on une faqon, respectiv6ment: 
id = (1, 2, 3)(1, 3, 2) = (1, 3, 2)(1, 2, 3) et (1, 2, 3) = (1, 3, 2)(1, 3, 2). Par exemple, 
pour un 3-cycle de S n, o = (1, 2, 3)(4)(5) • • - (n), en multipliant par 
(1 ,3 ,2 ) (1 ,4 ,2 ) , . . . ,  (1,n, 2) on trouve l'identit6 de S (n-l), qui s'6crit de (n -2 ) !  
faqons, et n -3  3-cycles; en rdp6tant l'operation on trouve que o s'6crit de 
(n -  2)! + (n -3 ) ( (n -3 ) !  + . . .  + 3(3! + 2(2! + 1) ) - . .  ) faqons. 
(S io  est l'identit6 sur {1, 2 , . . .  , n}, les (n - 1)! 6critures de (r comme produit d'un 
n-cycle et son inverse peuvent ~tre consider6es comme 6tant obtenues des (n -  2)! 
6critures de l'identit6 sur (2 ,3 , . . .  ,n )  au moyen de la (1) du lemme, les 
(1,2)(1, k), k =3, 4 , . . . ,  n 6tant remplac6s par (1, i)(1, i), i=  2, 3 , . . . ,  n.) 
Un argument de mSme type s'applique au cas d'un produit de deux cycles de 
longueur n - 1. 
Je remercie G. Duchamp pour les discussions ferroviaires que nous avons tenues ur 
ce probl~me. 
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